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Erster Abschnitt. 


Ueber unendliche Difterentialgleichungssysteme. 


1. Vorbemerkungen. 


1. Eine Potenzreihe von unendlich vielen Variabein z,,2,,...d.h. ein 
Ausdruck von der Form: 


tt t Fat At: 


hat nur dann einen Sinn, wenn positive, von Null verschiedene Zahlen 


Y1, Ta, . . existiren, derart, dass die Modulnreihe: 


tan tn trauert nt: -- 
convergirt. Ein Unterschied gegen die Potenzreihen mit einer endlichen 
Zahl von Variabeln zeigt sich darin, dass sehr wohl eine solche Reihe von 
Zahlen r,,r,,... existiren kann, aber keine von Null verschiedene Zahl r 
vorhanden zu sein braucht, welche kleiner ist, als alle diese Zahlen, welche 
also, für alle 2 eingesetzt, eine convergente Reihe: 

ltr + Ir tl lt |+ rt: 
liefert. 

Anmerkung. Hierdurch schliessen wir von der Untersuchung solche 
Reihen aus, welche für gewisse Bereiche von 2-Werthen bedingt convergent 
sind, obwohl auch manche von diesen in gewissem Sinne eindeutige 
Functionen der z darstellen können. Sie könnten nämlich so beschaffen 
sein, dass bei irgend einer Umstellung der Glieder sich stets nur für, ge- 
wisse Werthecombinationen der 2 der Werth der Reihe ändert, während 
er für alle anderen Oombinationen derselbe bleibt. Ist die Anzahl der z 
endlich, so kann dies natürlich nicht eintreten. 

2. Eine Potenzreihe mit einer endlichen Anzahl Variabeln wird nach 
einer Grösse, von welcher diese Variabeln abhängen, so differenzirt, dass 
man Glied für Glied differenzirt. Ist die Anzahl unendlich gross, so gilt 
dies bekanntlich nicht mehr allgemein (auch wenn die Reihe unbedingt 
convergirt). Wir schliessen die Reihen, bei denen man dies Verfahren 

1* 


IL N Re 
nicht anwenden kann, aus, durch die Forderung: Es soll der Differential- 


quotient von 


Fo)=n ta +34. + aut: 


ER F(&)= ad, +aed,+:- +2aıadıt:-: 
falls derselbe überhaupt existirt. Ebenso die zweite Ableitung: 

F'()= a2, tal! t+: + 2a + 2a ac us 

3. Die Bedeutung der Coefficienten der Reihe: Y=w,+tqa24-+::- 
ist natürlich: 


Man kann die Potenzreihe fortsetzen und um einen Punkt = «, 
£,=@,... entwickeln, ob die Anzahl der z endlich oder unendlich ist. 


4. Sei nun ein unendliches Differentialgleichungssystem vorgelegt: 


de 

ER. Var) 

dz 

re PCIE EEE | e 


(die f Potenzreihen), so frage ich: Lassen sich Potenzreihen von x finden: 
1 + Ma + Wet... 
welche für = 0 die völlig willkürlich gegebenen Werthe «&,,«,.,. an- 


nehmen, und aus denen ich innerhalb eines gewissen Bereiches für jedes 
x = & Werthe (2); (£); - . . berechnen kann, die, in fi, fz ... eingesetzt, 


diesen Reihen Werthe (f)s, (f);. - . ertheilen, die gleich den Grössen: 


ut) (1) 
e Re N re 


beziehungsweise: 4 
2) 0 DEE 
= GH 2 + 
sind? Solche Potenzreihen nennt man Integrale des Systems. 
Giebt es solche Integrale, so müssen sie sich auf demselben Wege 


finden lassen, ob endlich oder unendlich viele z vorhanden sind; denn 
immer ist: 


dz 
On 77 (2,)o u) 0,® y nn IT (9, Gn.. a 
) 


1 d’z 1 
0,0) — BIR ()- BIE Ale 


Ba 


Wenn nicht für alle 2 Anfangswerthe « gegeben wären, so würden 
offenbar in diesen Coefficienten noch Grössen stehen, über welche will- 
kürlich zu verfügen ist. Die Data «,@,... sind also nothwendig zur 
vollständigen Bestimmung der Integrale. 


Ich nehme nun an, die Anfangsdaten «, ... wären so bestimmt, dass 
sich f, f, ... um den Punkt x«=0, z,=«,,... entwickeln lassen. Indem ich 
nun für 2, --@,,... wieder 2,,...schreibe, erhalte ich das System: 

dz 
- = a + a2, 4 ayW)2, +... 
dz, 


FR == a9) + FASER + Az, +. 


(wo die a PASMRen in x sind) und die Frage ist nun: hat dies System 
Integrale mit den Anfangswerthen Null. 


Existiren welche, so sind diese eindeutig bestimmt, d. h. die Daten 
&,@9... reichen aus zur völligen Bestimmung der Integrale, falls es nicht 
überhaupt gar keine in Potenzreihen entwickelbaren Integrale für diese 
Anfangsdaten giebt. Ich erhalte nämlich nach der bekannten Methode für 
die Ooefficienten der Integrale: | 


9 = (N); 2190 = (N, + (ad. +.) 
310 IS rt 


Wenn sich auf diese Weise nicht endliche eindeutig bestimmte Werthe 
der C ergeben (wie es bei einer unendlichen Zahl der z in den einzelnen 
Gleichungen eintreten könnte), so hätten nach der oben gemachten Ein- 
schränkung die Differentialquotienten von 2,...im Punkte = 0 über- 
haupt keinen bestimmten, endlichen Werth, wäre also die Potenzreihen- 
entwickelung unmöglich. 

Aber auch, wenn sich für die C' endliche Werthe eindeutig ergeben, 
was immer der Fall wäre, wenn in einer jeden Gleichung nur eine end- 
liche Anzahl der z vorkommt, so könnte noch die Reihe (Wr +0, V)x?+... 
divergent sein. Im Folgenden soll eine Methode angegeben werden, die 
nothwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz von in Potenz-, 
reihen entwickelbaren Integralen zu finden, falls alle Coefficienten auf den 
rechten Seiten des Systems positiv sind. 


Anmerkung. Damit wäre für den allgemeinen Fall auch eine hin- 
reichende Bedingung gefunden. Denn setzte man für jeden Coeffieienten 
seinen absoluten Betrag, und hätte alsdann das System Integrale, so hat 
das ursprüngliche System erst recht welche. Nothwendig aber wird die 
Bedingung nicht sein. 


al per 2 


2. Ueber die Integrirbarkeit unendlicher Systeme mit lauter 
positiven Coefficienten. 


5. Ich nehme an, das System: 


de 
ae aM) + a,®) 2 + a, 4 5 aan 
dx 
dz 
Er zen 0%) + a,® ; 2, + a, aA 


in welchem alle Coefficienten positiv sind, habe Integrale: 
= 0x +0 Par +...  Ovgerad r, 
a» =09 x + 0,9 Ra n N, 

Aus der Berechnungsmethode folgt, dass alle Üoefficienten C positiv 


sind. Setze ich also in die Reihe für 2, einen Werth r Zr, ein, so muss 
sie positiv unendlich werden. Mögen nun auf der rechten Seite der ersten 


Gleichung etwa die Functionen 2«,, 2a,, - . . wirklich vorkommen, so will 
ich einen Werth r wählen, der grösser ist, als, irgend welche von den Zahlen 
Yan Fan... und in der ersten rechten Seite (2.,),, (£a,)r, . . . einsetzen, so 


muss ihr Werth unendlich werden, weil sie aus lauter positiven Summanden- 
zusammengesetzt wird, von denen einige positiv unendlich sind. Also reicht 


d 
der Convergenzbereich der Reihe für Tr nicht bis zum Punkte x=r, kann 


also nur einen Radius haben, der kleiner, höchstens ebenso gross ist, als 


j de ; 5 
jeder der r„, fa; ... Nun hat aber Fri denselben Convergenzradius wie 2,, 
% 


nämlich r,, also ist: £ ö 
E) SB  . 


Ich schreibe mir nun die erste Gleichung hin, dazu «,'*, die @,'%,..., so 
weiss ich, dass, wenn auf den rechten Seiten der letzteren ausser 2,, 24, -- 
noch Funetionen 25,, 23,,. . . hinzutreten, die Convergenzradien der für diese 
giltigen Reihen "9,78, . nicht kleiner sind als einer der r„, also gewiss auch: 
TEEN 

Ich füge nun noch die ß,‘*, die ß,'° Gleichung hinzu, so treten rechts vielleicht 
wieder andere z-Functionen auf, aber die entsprechenden Potenzreihen haben 
immer wieder Convergenzradien > r,. Durch fortgesetztes Hinzufügen von 
Gleichungen, eventuell unendlich oftmaliges kann man das System: 


de 

ar —— a, + Ag, Fa, + RR a rs 
dia, e 4 

a 


zu einem vollständigen machen, dessen sämmtliche Integrale Entwiekelungen 
haben mit Convergenzradien > r,. 


ER Rz 


Eine nothwendige Bedingung dafür, dass sich 2, als Potenzreihe von 
x entwickeln lässt, ist also, dass das kleinstmögliche vollständige Theil- 
system, in welchem z, vorkommt, ausserdem nur solche 2-Functionen ent- 
hält, für die Potenzreihen giltig sind mit Convergenzradien > r,. 

Anmerkung I. Ist das kleinstmögliche System für z, mit dem 
für 2, identisch, so muss »,<r, und r,<r,, also r,—r, sein. Beispiels- 
weise in dem endlichen System: 


A = fl, 21, 993 23; 24, %5) 
2 —folR, 29,8, 24,%)  - 
= — fz(%, 295 2yy &yr &5) 

Ei = fu, 2, %) 

= = fs(&, 2, %5) 


mit lauter positiven Coefficienten ist 
NEHnSnanen, nr 
Anmerkung II. Sobald negative Coefficienten vorkommen, kann 
man natürlich keinen derartigen Satz mehr beweisen. So könnten sehr 


wohl Functionen, wie: ,=ıV 1—-— —, 3=% Yı — —,...Ww0 die r 
Y r 
1 2 


mit wachsendem Index unter alle Grenzen sinken, Integrale eines für 2, 
gefundenen kleinstmöglichen vollständigen Systems sein. Es müssen dann 
auf den rechten Seiten diejenigen 2, deren r kleiner sind als der Con- 
vergenzradius des Differentialquotienten links, stets nur in geraden Potenzen 
vorkommen. In diesem Falle könnte ich für die 7,,r,..., obwohl alle 
von Null verschieden sind, keine untere Grenze angeben. 

6. Um nun zu untersuchen, ob unendliche Systeme mit lauter posi- 
tiven Coefficienten Integrale haben, scheide ich nach dem angegebenen 
Verfahren kleinstmögliche vollständige Systeme aus und untersuche diese. 


Allgemeine Methode der Untersuchung. 

Anstatt zu fragen: Giebt es ein Integral? darf man auch 
fragen: Giebt es überhaupt Potenzreihen (Pr +0, War +...,... 
welche, an Stelle der 2 auf den rechten Seiten eingesetzt, diese 
zu Potenzreihen in x machen: 


AP+ A,Ux + AV x + ne 


A, = BASE A,» = 2 0,9; A,® = 3 0,8; j : 


Weg 


Es muss solche geben, denn das Integral selber genügt diesen Beding- 
ungen; andererseits, wenn es überhaupt irgend solche Reihen giebt, so 
existiren auch Integrale; denn aus der Berechnungsmethode der Üvefficienten 
folgt, wenn etwa das eine Integral ist: 
„!artedatr:.., das: B<Oo®, U<ON... 

also, wenn VW x+ 0,9 x?-+ .. . convergirt, so müssen es gewiss auch die 
nach der Methode als Integrale gefundenen Reihen. 

Nach dem oben Bewiesenen muss es einen Kreis (mit Radius e) geben, 
in welchem alle Integralentwickelungen convergiren, also müssen sich 


jene Reihen )W®x-+...so bestimmen lassen, dass, wenn r=-: 
IZAD; Oral) SA 
OA >C, en re. A A 


run dürfen die Grössen ao, a0, ... mit wachsendem Index unend- 
lich werden). 
7. Können wir nun finden, in welchen Fällen sich solche Reihen für 


dz 
Systeme = = d+ad.a +: 


mit lauter constanten Coefficienten bestimmen lassen, d. h. also, wenn 
diese Systeme mit Potenzreihen integrirbar sind, so ist ohne Weiteres das 
Problem auch für den Fall gelöst, wo die Coefficienten noch von x abhängen. 
Seien nämlich die a-Potenzreihen: 9 = u, + a, + a, Wa? +... -, 
wo jedes um )<dM.R”. Dieses R muss ich für alle Coefficienten 
aller Gleichungen als dasselbe und zwar r bestimmen können, da die für 


dzu . : ; 2 1 
Bo, sich ergebenden Potenzreihen einen Convergenzradius oe > — haben 
x ar 


müssen. Ferner muss sich R so angeben lassen, dass das System: 
ag 
IR =bHIME HM. +: 


1 
Integrale hat. Sei nämlich $= ze Punkt innerhalb des allen Ent- 


wickelungen gemeinsamen Convergenzbereiches, so giebt es für alle 2 
Taylor’sche Reihen: ’ 


mit lauter ehe Coöfttdienben Bela ur ne (a,'W)), die 
Grösse: !+ a, ).E+ a, M.&+..., so kann ich den grössten 
Summand dieser Reihe «,,“). &* — b,(®) setzen, denn es gelten gewiss die 
Ungleichungen: 


tl 


Cum ) ns b, e). vr 


Ausserdem: Db,() < (a, ®))e. Bezeichne ich nun x — & mit «', so hat das 
System mit lauter positiven Coefficienten: 
dz, 


Fri = a) + a, “2 +... 


für die positiven Anfangswerthe: 
ei = di, (> u, 
Integrale: — 4 d+ Ad + Dar +.. 


also erst recht das System 3 re Beate (in denen 


die Coefficienten der «-Potenzen überhaupt fehlen): 
dE, 


+. + 


_ für die Anfangswerthe: (&),=0, (8), =0::- 
Eh ist also gezeigt: Nothwendig dafür, dass sich das System: 
-ytetr tler at 


mit Hilfe von een eiten Fee ist: dass alle 
Coefficienten « kleiner sind als die ten Covefficienten 


eines Systems: 


3 (+ er. = a Rn RR: 


R bedeutet hier in allen Gleichungen dieselbe ER Zahl, 
und die b sind positive constante Grössen von der Beschaffen- 


heit, dass das System: 


de 
nz OH Nd.a. +: 


in Potenzreihen entwickelbare Integrale hat. 
Aber diese Bedingung ist auch hinreichend. Dies zeige ich 


dadurch, dass ich nachweise, dass unter ihrer Voraussetzung das System: 


ae .)(l+Ra+::.) 


mit Potenzreihen integrirbar ist. Multiplieire ich nämlich alle Gleichungen 
mit (1 — Rx), so werden sie: 


m. (1—- Re)= + Wa + Le 


ESEL 


Setze ich nun gl — Rx)=-- y, 80 ist: fire =0:y= 0; —— .—— 


also: Re et 
dx de dy dy 
Unsere Gleichungen lauten also: 


dz 
dy =bNM+bMd. +: -- 


Aus der Voraussetzung folgt, dass sich die z als Potenzreihen in y berechnen 
lassen. Die z sind also in der Umgebung des Punktes y = 0 endliche ein- 
deutige Functionen der complexen Variablen y. Nun ist aber y in der 
Umgebung von y=0, d.h. vonx=0 eine endliche eindeutige Function 
der complexen Variablen x, also auch die 2. Folglich lassen sich die 2 auch 
als Potenzreihen in x berechnen. 

8. Ist für ein bestimmtes System nachgewiesen, dass es Potenzreihen 
als Integrale hat, so ist damit natürlich dasselbe für sämmtliche Systeme _ 
mit kleineren Coefficienten gezeigt, aber zugleich auch für gewisse 
Systeme mit grösseren Coefficienten. Sei nämlich a eine beliebig grosse 
Zahl, so hat das System: 


dz 

eat taa Ma, ta ®2,+:-- 
de 

era taadr+:- 


zugleich mit dem System 
dz, 


ax — ad + amda+ ad 2,+ Inn 


in Potenzreihen entwickelbare Integrale. Dies sieht man unmittelbar, indem 
man alle Gleichungen des ersten Systems durch a dividirt und a.x als 
Unabhängige betrachtet. Hieraus leuchtet von vornherein schon ein, dass 
lediglich das Verhalten der Coefficienten in der Unendlichkeit über unsere 
Frage entscheiden wird, ausser wenn von gewissen Üoefficienten gezeigt 
werden sollte, dass sie überhaupt fehlen müssen. 


9. Mit Hilfe der entwickelten Methode kann man schon die Frage nach 
der Integrirbarkeit aller partiellen Differentialgleichungen mit positiven Coefhi- 
cienten lösen. Indess könnte es vielleicht manchmal von Nutzen sein, dieselbe 
noch etwas zu modificiren. | 


N 


Anhang. 
Modification der Methode. 


Angenommen, das System habe Integrale, so müssen Reihen 0, x + 0, Ox?+.- 
von der oben angegebenen Beschaffenheit existiren, welche einen gemeinsamen 
Convergenzbereich besitzen. Sei ge eine positive Zahl in diesem Bereich, so setze 


3 a 
ich -—=r. Dann muss es sicher in jeder Reihe) Stellen geben, z. B. das NY 
Nn,'°... Glied, von wo an die Ungleichungen gelten: 


(n; +1): Ge male; MICH, ;,<nm-0N.r;. 
(n, +m).00, „<n- dm, RA 

m+1)-09,,<m:.Cd.r; m+9)- 0, ,<m-0®r;. 
(N, + m) - ee m <m . Ch). rm, “fs 


Also müssen die nach dem Einsetzen der Reihen [OAGF: + dar ... rechts 


erhaltenen x-Coefficienten A,Y, AP, ... 4,®,... folgende Ungleichungen be- 
friedigen (vgl. S. 11): 


A," < am, ... Br2 nt N, HN 1 SS N, a r,. A N, or Pl Be 
AS — C BCl ... 4®) < N, Au, ‚48 < N, OD & Er, Anm <n, n ‚ymt1 
no n2—1 las 


m = 


Würde ich nun se ht "die Auen Reihen einsetzen, sondern nur 
Theile derselben, so würden A-Grössen resultiren, welche kleiner ir als die 
oben erhaltenen. Also würden für diese A-Grössen die obigen Ungleichungen 
erst recht gelten. Ich setze nun folgende Theile der Reihen ein: 


für 2: Wa +0, Va’+...+00 
a: da+ A +.. +00. 
so ist ersichtlich, dass folgende Bedingung nothwendig ist: 
Es muss sich eine Zahl r und eine Reihe von Zahlen 0,, 0,9. .- 
ae, om, .-- on +. angeben lassen, dass nach dem Ersetzen von 
2, durch oPx+ dx + + I 
N, amx+ GH... + ee (N, 9%, ... endlich) 
auf- den rechten Seiten der Gleichungen Potenzreihen entstehen: 
A ee I) + 4, Be. 
a 
deren Ooefficienten A folgenden Ungleichungen genügen: 
Ban ae, AD nn, u ee 
HO<CH, 19 <2g9,... um m A <n, 0D.mtı,. 
Dabei ist zu bemerken, dass ich für die Zahlen n,,n,,... mir Bepeliebiz 


grosse untere Grenzen festsetzen kann n,>w, %>Ug,... Obere Grenzen 
braucht man nicht angeben zu können. 


an a 


Aber dieBedingung ist auch schon mehr alshinreichend. Lassen 
sich nämlich die Zahlen CO nur so angeben, dass (unter Beibehaltung 
der Zeichen): 


A,® < o,® 
AN <: 0, .r +20, 


An: <oN .Tit2ggV rm Tr... tn: Ch 
Adi 6 < G, @ tm +2 rn. un rl 


so hat das te in Potenzreihen entwickelbare Integrale, deren 


: 1 
Convergenzradien nicht unter der Grösse dr liegen. 
Ich beweise dies zunächst für den Fall, dass in den Coefficienten « x nicht 


vorkommt. Ich setze: &:r=£&,r-0,)= a", .:.r- a = ae .OPr=r N, 
GW. =r,W ..., so werden die rechten Seiten RN Systems 
dz 
2) ER 
nach der Substitution =, ®x+--:+ er x", -.. Potenzreihen liefern: 
Ad+AdE+ADE+..., ww AP=-40. nr AM=-AN.r,... Es be- 


stehen also die Ungleichungen: 
KO<TD ADS HE DH, 
AD, ep) a N KR 
Nun bilde ich mir ein neues System folgendermassen. Ich substituire: 
2 FR Faaker 
LP .+r aa 


I 


21 


N2 


und erhalte: 


ae Ar ad + > au lan (“) Zu + 2 au 5 M), Zug + *- 
9 
) ir 2 VO. + re () N 


Ich will BR a iben: 


a2 a) = vr HZ 
de” = P, “s Pu ö nt Be x 
?') > f 
+ Bi ERTS, Sm, 19° Fi x Ather: 


Dann setzen sich die 2 anba kofendoruidalenn aus Er 8 zusammen: 
Aa 9 (1) 


"X (1) 
A Ps 
OD — DR 
u2 “1,9 
Be 1) (1) Rune 
= Zn 


a 


Nun zerlege ich alle ß in mehrere Summanden, so dass auch die A in mehrere 
Posten zerfallen: 


A, er 4, (11) =, (1) 


A, 1) 4 „el A, (12) _ A) + Bu 
2 Pin 2, u 


RN = au, ri (Saw 2 Be 


um 


11 
Man an 


wobei jedes gm All en gm) gest ist, bezw. gleich einer geringeren ° 


m2n—i 


Zahl von Summanden, wie z. B. ee Bir + 002), 
Diese Zerlegung sei so ee | dass 
AI<T®V, was gewiss möglich ist, da A,U= 4, SE% 
A, an < r, a). A, ARE er, (1) A, | bee una; MT r m: ar; (1) 


an = r,®, u <: 27, ®, m < Mr a OR ul. . dm) 


it Pa tn, 


Könnte N nun das kolpinde System integriren: 


[ dz 
ne. E ß, al) ı ß., (11), a. 
dz { 
re) ; de FE 9. Art" 
5 Ei LE 3 
ee in, Am-ıt 


dz 
no DE — Bd B,, (21). Eee 


2 
so wären auch Integrale für 2) vorhanden. In der That, man braucht nur zu 
setzen: 
re +12 + + Di A 

so wären dies die gewünschten Integrale. Befriedigen nämlich die für z,,,. 
gefundenen convergenten Potenzreihen das System 3) identisch, so befriedigen sie 
auch 2’), welches ich aus 3) erhalte, indem ich die n, ersten Gleichungen sum- 
mire, ebenso die folgenden n, u.s.f. 2’) aber wurde aus 2) durch jene Substitution 
erhalten, welche die 2,, 2, ... durch die 2,,, 218 - - +» Zaır 2a - . . ersetzte. Wird 
also 2’) befriedigt, so auch das durch Rückwärtssubstitution erhaltene System 2). 


Aber 3) lässt sich gewiss integriren, wenn sich ein ganz ähnliches System: 


dE 
4) | : Fr = DV + 0) ö &ı a 


integriren lässt, in welchem jeder Coefficient b grösser oder gleich dem ent- 
. sprechenden ß in 3) ist. Ich construire mir nun solch ein System in der Weise, 
dass die Summen: 


a ORT 


Bd = 9, - m > 4m =, 
2, — 3a - 7,0 > AM — > 
B, er 2 Sn - 7, @® 5 Az (11) Zn 


B, (12) _ a —2T, > Zu (12), Sn 
41 
1n, 1 ee e: 1n, 
Be IM +. m -T, 0> A 23 nt 


De hat ns r die folgenden Be Be kamen. 
SE 1:91 20 ie 
ar ee 


bu = ur ee 


wo & definirt ist durch die GI 


de 1 een 
—_— —_, also &— 1—-Vi—r. 
dz 1—£’ S 2 

Würde ich nämlich in 2’) für’ 2,,,... die $-Potenzen substituiren, denen 
die- entsprechenden £,,, - . . gleichgesetzt sind, so erhielte ich (nach der Defi- 
nition der Grössen A) als Coefficienten in jener Potenzreihe von 8, die auf der 
rechten Seite entstehen würde, die A: z. B. Gleichung 1): 

A, lat: Ars 

also in System 3) bei derselben Substitution die Are: AD, ...; die ersten 
rechten Seiten würden beispielsweise 


Br AN (11) Be A, (11), GG 
Aue ee 


an). gm- 1 +» 


Bei der analogen Substitution in 4) erhielte ich ebenso die BB 
Setzte ich z. B. in der ersten Gleichung die Potenzreiben für &,,... ein, so 
erhielte ich: ; 


48 
r,® ne ER a 
(& ist eine Potenzreihe in x); da aber: 
d 1 
BUNSER U) Ö_ ER: =1rE+ er... = Te 


also eine Identität. 


Genau so giebt die zweite Gleichung: 


r,®. a RT Er B,9. & + 
da. pl) pay an wieder die Identität: 
dd 2 Br ui 


ebenso die ke Gleichung: k <n, 


ee 


EEE Be. 1 
Ik dan S 


_ı d L 
ER r@. a =. Bin. gk—1 
4 d 1 
weil Be: Tea: D, ee er - 
ebenso alle übrigen Gleichungen. 


System 4) hat also Integrale, die in dem Bereiche | «| = alle convergente 
Potenzreihen sind, also auch 3), also auch 2). Letzteres entstand aus dem ur- 
sprünglichen . durch die Substitution: 8 — «r, also hat auch dieses als Integrale 
Potenzreihen, die für |x| = a noch convergiren. 

Wenn nun die Coefficienten a von x abhängen, so füge ich zum System 
die Gleichung nn —1 hinzu, die das Integral 2, = x hat. Ersetze ich nun in 
allen Gleichungen x durch 2,, so erhalte ich ein System mit constanten Coeffi- 
cienten, für welches der Satz bewiesen wurde. Ich nehme nun an, dass sich 


für alle 2 ganze Functionen substituiren lassen, welche der im Satze angegebenen 
une genügen, und zwar sei die für 2, einfach x (also Bo 


0,M—.. ZN — 0); dann hat das System gewiss Integrale. Hätte ich also 
von Maren far 2, & stehen lassen und das Kriterium angewandt, so wäre 
die Existenz der Grössen r, C,), 0,9, ... ebenfalls hinreichend gewesen. 

Zusatz. Mit Hilfe dieser modificirten Methode lässt sich auch der 8. 9 
aufgestellte Satz beweisen, dass das System 


1) [a = ("+50 +..)-G+Re+Re+...) 


zugleich mit dem System: 
d 
9) [a eenüreı... 


Integrale hat. Nach dem eben bewiesenen Satze müssen sich nämlich Ausdrücke: 
ONE +... +0 am 


finden lassen, welche, für &, bezw. a Er eingesetzt, die rechten Seiten von 2) zu 

Potenzreihen inx machen: A, +4, 'x +4, 0a? +... so dass: NP <OM, ... 

aD < N (k > 1.) Setze ich dieselben Ausdrücke für 

bezw. 2,,... in 1) ein, so bekomme ich auf den rechten Seiten Potenzreihen: 

B,®+B,®x+B,® x +: u (1.9+A4Pa+4 Na? oe .) : (1+Rxc+Rx°+ er .) 
Also: 

BV—- A, BU AD. BAD” BU am DRAN Ge 


1 1 1 1 
BÜ< CO, BOÜ<CV.R+2CH... 
Br < com. Rutm—ir 0. Cr (r” nl. Dee Rn 
Offenbar muss sich eine Zahl r,>r, R bestimmen lassen, so dass für jedes m: 
nn" >r”"+rm—1ı.R+:..+ KR"; dann ist aber: 
BD - cW, BV< ao a en 
Somit erfüllen für System 1) die Zahlen: r,, 4, CD, 9, ... en: 
reichende Bedingung, das System hat also Integrale. 


Zweiter Abschnitt. 


Partielle Differentialgleichungssysteme, aufgefasst 
als totale Systeme unendlich hoher Classe. 


1. Vorbemerkungen. 


10. Jede partielle Differentialgleichung kann man ersetzen durch ein 
unendliches System totaler. Sei z. B. vorgelegt: 


02 02 
rlannge =) 2 
Ich denke mir die Variable « bevorzugt, : das heisst: ich betrachte 
das Integral 2 als eine Function von x, deren Coefficienten noch von 
einem Pärameter y abhängen. Fixire ich den Werth dieses Parameters 
als %,, so sei jene Function von x :2,. Lasse ich % 


I | 


ur “ = yariiren, indem ich längs einer Geraden um die Strecken 
{0} o 


Ay, 2Ay,...nAy,... fortgehe, so seien die ent- 
sprechenden 2-Functionen mit 2,, 23,5. - - 2n, - . . bezeichnet. Offenbar ist 


9) — j 

&) = lim (a 2: Somit kann ich im Punkte y = y, unsere partielle 
oy Yo Ay=0 Ay 

Differentialgleichung durch die totale 


de, 48 
(2,003 00 Rt )=0 


ersetzen, wenn ich nur Ay unendlich klein setze. Aber offenbar genügt 
diese Gleichung nicht zur Bestimmung von 2,; denn sie enthält noch die 
Function 2,, die unbekannt ist. Aber für diese existirt ebenfalls eine 
Differentialgleichung: 
Bla a ) = 

in welche freilich wieder eine neue Unbekannte 2, eintritt. Auch für 
diese giebt es eine ähnliche Gleichung, die noch 2, enthält. Wir gelangen 
auf die Art zu einem unendlichen Differentialgleichungssystem, welches 
mit der partiellen Differentialgleichung äquivalent ist, wenn man Ay 
unendlich klein nimmt. 


Ich denke mir in F(e, y, 


02 02 02 
2,5, =) = (0) Fr ausgerechnet: 
Erle Y, 8 “A 
IE 9 ’9yY. 


Dann ist dies unendliche System: 


Es 2 Sy 


dz ( ia 
3 u f\» Y 3 er — 9 (7, 29 4) 


dz & & 
nn EN) ne 


11. Lasse ich Ay unendlich klein werden, so kommen alle Functionen 
29; &,; ,. . einander unendlich nahe. Es empfiehlt sich daher anstatt dieser 
2 neue, wirklich von einander verschiedene Functionen als Unbekannte 
zu nehmen. Das Einfachste ist, die durch Subtraction unendlich benach- 
barter Functionen und Division mit Ay erhaltenen „partiellen Differential- 
quotienten nach 9“ zu wählen; man hat zu diesem Zweck das unendliche 
System in der Weise umzuformen, dass man je zwei benachbarte Gleich- 
ungen subtrahirt und durch Ay dividirt, d. h. man erhält das gesuchte 
System durch fortgesetztes Differenziren der ursprünglichen Gleichung nach y. 
Setze ich: dg PER | 

En 3), a ) DT, 

so ist dies System: 


dz 02 
3 S: ke Y,?, le fo 2 Iny 2) 


a ie %,Y,?, |,- CZ 2 As 2) 

12. Die Frage nach dem Integral z der partiellen Differentialgleich- 
ung kann ich ersetzen durch die Frage nach den Integralen 2,, 2,,- 
dieses Systems. Für z wird dann gelten: 

ee en 
Zur völligen Bestimmung dieser Integrale nothwendig und hinreichend 
sind, wie oben gezeigt, die Daten: (2,)2,—= %; (21). = & ,. . . oder, was 
dasselbe ist: die willkürliche Function 2), = u + a:y-%)+::: 

Die Frage, ob sich nach einer bestimmten Wahl dieser Daten das 
Integral in Form einer Potenzreihe finden lässt, zerfällt in zwei unabhängige 
Fragen: 

1. Hat das unendliche System in Potenzreihen entwickelbare Integrale 
ee..? 

2. Hat die Reie z=%, +2, (y—%) +; ; ; einen Sinn? 

13. Es braucht hier nur darauf hingewiesen zu werden, dass auch 
jedes System von der Form: 


02, (# O2 O2, or 2 ) 
=—— Y & & ye [} Bo — . ro. .2: — oo...» 
dm fr 192 41 9 % ny Ir DE ge 

Ofn ( Ö2 ) 
Ep 9) 1,» fa ’ dr 


19 


— 18 — 


sich ebenso als unendliches System auffassen lässt, und dass als Anfangs- 
daten nothwendig und hinreichend sind (2,)z,, - - - (2n)z, als Functionen von y. 

Ebenso, wenn nicht nur ein Parameter y vorkommt, sondern be- 
liebig viele %,,...Ym. Nur bekäme man hier nicht eine einfach unend- 
liche Reihe von Gleichungen und Unbekannten, sondern eine m- ie . unend- 
liche Menge. 

Endlich, wenn die Gleichungen nicht nur in den y, sondern auch 
in « von höherer Ordnung als der ersten sind, muss man zwei Fälle 
unterscheiden: 

1. Die höchste Ableitung nach « ist immer rein, es kommen nur 


7 | 
Ableitungen — vor (v die höchste Ordnung in x). 


0x” 
2. Die höchsten Ableitungen nach x sind (alle oder zum Theil) noch 
ortru 
nach irgend welchen y differenzirt, es kommen also Ausdrücke: De: vor. 


Den ersten Fall kann man bekanntlich immer auf ein System wie 
das eben betrachtete zurückführen. So z. B. die Gleichung: 
RE ( Ge E10? erde ee) 
0x” EAN O8 we de dar —idyu 
auf das By 


02 02 0.9) ö2 u Al 
I re en a 
Als Anfangsdaten erfordert sind: (2)z,, (2), - - - (2 "))., als Functionen 
von 9. 


Im zweiten Falle geht dies nicht. Ich nehme z. B. die Gleichung: 
0°£ 02 zz 0°2 
Son, PUIFTE: 
0x0Y dx dy oy? 
re 0° 2 
0y Bere öy? 
unendliche System: 
dz ‚ d2 02! 


Nenne ich = 237, So erhalte ich als Aequivalent folgendes 


nn) 
de; 02 | 
TE: sr % - (2,92, &, & &, FIT s) = h(®, Y, 2; ed, 211 ®aı 23), 
d2; 


Era = fa(&, 3 Y,?, 2 „Ar ar 85,24), 


Dieses ist aber unvollständig; denn es kommt überall noch die Function 2’ 
vor, für welche keine eigene Gleichung vorhanden ist. Um also die 
Integrale des Systems völlig bestimmt zu erhalten, muss mir zunächst (2’),, als 
Function von x bekannt sein. Ich setze diese ein, so ist das System vollständig 
und ich kann für die gegebene Anfangsfunction (2), = + &.(y—Y)+:-- 


nut N eh Kine 
die Integrale berechnen und untersuchen, ob sie einen Sinn haben. Wenn 
nun: (2), = Bı + Pßa& +: - -» so ist offenbar: (2). %+ Bat + 
Demnach kann ich sagen: 
Um das Integral der Gleichung 
0°2 


öxdy 


02 02. 0° 
zu bestimmen, müssen als Anfangsdaten gegeben sein: (z),, als Function 
von &; (2);, als Function von y. Beide müssen im ersten Coefficienten 


übereinstimmen. 
Genau so lässt sich eine Gleichung behandeln, in welcher die höchste 

v* Ableitung nach x noch nach y differenzirt vorkommt und zwar im 
höchsten Falle u-mal. Ich rechne dann aus: 

orte 02. 02 

a ann ee) 
und bilde mir, gerade wie im behandelten einfachen Fall, das unendliche 
System. Dasselbe wird wieder unvollständig sein, und zwar enthält es 
überschüssig die Abhängigen: 


0’ 2 o’tiz oetemiz 4 
— ge) = r = 1 


dx” ey Zar —i 
Gerade wie oben wird geschlossen, dass zur Bestimmung der Integrale 
erforderlich sind die Daten: 


02 oM =) 
(yo Ka Ir (= u 


=) eo) 
as: ( B a Be 


als Functionen von %, wobei wieder eine gewisse Anzahl von Coefficienten 


als Functionen von x, 


übereinstimmen muss. 

14. Schliesslich sei noch bemerkt, dass unter Umständen das so er- 
haltene unendliche System in lauter Systeme endlicher Classe zerfallen 
kann. Dies tritt beispielsweise bei der Gleichung: 

DER? ( ö2 22) 
a Euer dy 


ein; denn von den Gleichungen: 


dz ' 

nn 2, 

da 

dz, ' 
et Y,?, gie, 
d2, 


' 
13 = fı(®, Y,?,2,2ı £5) 


ROHR 


bildet, nachdem man für z’ die gegebene Function eingesetzt hat, eine 
jede Gleichung schon mit den vorhergehenden immer ein vollständiges 
. System. In solchen Fällen reducirt sich die Frage nach der Integrirbar- 
keit der Gleichung immer auf die zweite Frage (s. S. 17): Ist die Reihe 
+2 (y—%) +; convergent? Denn die 2,,2,,... sind als Integrale 
endlicher Systeme immer zu bestimmen. 


2. Methode der Untersuchung, ob partielle Differentialgleichungs- 
systeme mit lauter positiven Coefficienten in Potenzreihen 
entwickelbare Integrale haben. 


15. Wenn nach Ausrechnung der höchsten Differentialquotienten nach 
x sich auf den rechten Seiten Potenzreihen in den vorkommenden Variabeln 
(abhängigen und unabhängigen) ergeben, deren Coefficienten sämmtlich 
positive Zahlen sind, so hat auch das dem partiellen System äquivalente 
unendliche System lauter positive Coefficienten und man kann die oben 
angegebene Methode anwenden., Um zu zeigen, wie man im gegebenen 
Falle zu verfahren hat, unterscheide ich wieder, ob der höchste Differential- 
quotient nach x nur rein vorkommt oder noch nach einem % differenzirt ist. 

Fall 1. Das System ist zu ersetzen durch ein System von einer 
grösseren Anzahl Gleichungen, in welchem nur erste Differentialgquotienten 
nach x vorkommen. Der Einfachheit halber werde im Folgenden eine 
einzelne Gleichung betrachtet, die in x von der ersten Ordnung ist: 


02 _ (2 „98 =) 
0x 9%, ’ay Oy 


Zunächst entwickele ich f um die Anfangswerthe 


Ö£ DEF 
EEE EEE OPEC EEE 


in eine Taylor'sche Reihe. Der Einfachheit halber schreibe ich dann wieder 
für 2 — 0:8, Yy—Y:9Y, 2— (&)u:2,... Ich nehme an, die Gleichung 
habe ein Integral, so berechne ich aus dem im Punkte y= 0 äqui- 
valenten unendlichen System die Functionen 2,, 2,,... so ist ja 
| y 
ET UT ae 

02 

Da 
Setze ich diese Reihen in f ein, so kommt nunmehr rechts y nur noch 


explieite vor, denn 2,,2,,... hängen nur von x ab. Ordne ich nun nach 
Potenzen von y: 


02 Oz 
f 2, Y,?, a .. dyn — fol@ 20 Ar -2u) + 


+ hl @, 20 A ° 2441) Ir tn En u) + 
so stellen die Coefficienten f,, fj,... die rechten Seiten des unendlichen 
Systems dar; denn offenbar ist allgemein: 

dem 
a Fin (&, &o5 213 + +» Zum). 
Ich führe nun die Beschränkung ein, dass die Coefficienten von f (und 
somit auch von allen 5) positiv sind, so wende ich die Methode an: 
Ich setze für 20: Ca + Op t: = 
2: Ce + Gt = 


2 
Ian re Hy tat 
7) ö 
fürn, +69 >. 


so bekomme ich für f eine Potenzreihe in x und y: 
CD EL N OB E TORE Z EEEE E NOS E EEE 
und es muss nun, wenn Be AM +AME+: a A,mgL. 
sein: A, 9 < On, ” MS 2 ln AM<v. On: ferner ME, 
v. Am). BR’; Alm) für en m eine bestimmte endliche Zahl, R für 
alle m dasselbe. 
Fall 2. Auch hier werde die Methode an einem einfachen Beispiel gezeigt: 
ot tig ( 02 60% oz 02 0”2 a, 
FIT FE Fra Fee Tan 
ausser (2)z—o als Function von y müssen auch 2,, 2, - - - 2u—ı (Funetionen 
von x) gegeben sein. Ich denke mir wieder anstatt 2:2 — (z)z o als die 
gesuchte Function und schreibe hierfür 2, so sind 29,2,... sämmtlich, 


im Punkte <= 0 Null. Setze ich nun: 
ze yi yurı 
=nt2y+  +au-ı (a a TER Sn Gere 
Ban en. Gr Ze fee: 
STR eu a pl (@+9r“ 


= fl, 0, RER ER A 


art ar 


HN 


. . . . . . D ! 
Dies in f eingesetzt, ergiebt eine Potenzreihe in Y (2y, 2oı Zur» - 
hängen nur von x ab): 


5 t 5 
2 29» Be rn ee, nie ah: A 
y" 
Ge m mar 20 #0 nr hu—h Ayo NEN ep» 


Das unendliche System lautet: 


deu d2u-+o 
I 
(ist vollständig, da 29, &,:-.: 20—ı bekannt sind). Von hier an ist der 


Weg der Untersuchung derselbe, wie im Falle 1. 


16. Haben wir nun die 8. 17 gestellte Frage 1. entschieden, so 
2 
müssen wir noch 2. untersuchen, ob nämlich u, +29 + % = +...iın® 


und y% einen Sinn hat. Aber diese Frage ist, im Falle alle Coefficienten 
positiv sind, ohne Weiteres erledigt. Hat nämlich obige Reihe in dem Be- 
reiche |y! < o einen Sinn, so muss sich die Function auch um y, <e (y >) 


7 EN 2 
entwickeln lassen: 3, + 3ı (y ——y)+ 2 W 2 + WO 9, d19 da° 


wieder Potenzreihen in x mit lauter positiven Coefficienten sind, die Inte- 
grale eines unendlichen Systems, welches mit der partiellen Differential- 
gleichung im Punkte y = y, zusammenfällt und wiederum lauter positive 
Coefficienten hat. 

Dieses System muss sich also ebenfalls mit Hilfe von Potenzreihen 
integriren lassen. Aber umgekehrt, ist dies der Fall, so hat auch die 
Entwickelung um y= 0 einen Sinn. 

Ich betrachte nämlich %, als 'unbestimmten Parameter, so sind die 
Coefficienten des unendlichen Systems für =, Potenzreihen in %, und 
zwar mit lauter positiven Gliedern. Offenbar erhalte ich nun beim Integriren: 


rt. 


fo; fi, .. . sind wiederum Potenzreihen in %, mit lauter positiven Gliedern. 
Hat diese Reihe 3, für einen bestimmten positiven Werth „, einen Sinn, 
so hat sie es gewiss auch für jedes kleinere %,. Beachtet man nun, dass 
30 = (2)y, so folgt, dass die Reihe mit zwei Variabeln, x und y: 
zu t3%:9+4:-- 

mit lauter positiven Coefficienten für alle positiven Werthe y < y, einen Sinn 
hat, d. h. die Reihe hat einen von Null verschiedenen Üonvergenzbereich. 

Anmerkung. Hieraus erhellt, dass Gleichungen, wie die S. 19 an- 
geführte, stets Integrale haben. Denn das entsprechende unendliche System 
zerfällt für jedes y in eine Reihe endlicher Systeme, also giebt es für 


jedes y Potenzreihen als Integrale. Damit ist auch die zweite Frage 
bejahend beantwortet. 


ONE 


17. Ich werde nun also nicht die unendlichen Systeme im Punkte y=0, 
sondern in y=%,, % > OÖ untersuchen, so bekomme ich sofort die hin- 
reichenden und nothwendigen Bedingungen für die Existenz einer Potenz- 
reihe 2(x,y). Der Einfachheit halber schreibe ich wieder für y — Yyy:Y. 
Es ist wichtig, zu bemerken, dass, sobald eine Potenz y” in einem Üoeffi- 
cienten vorkommt, auch alle niedrigeren sich finden müssen. Man erkennt 
dies, indem man y” um den positiven Werth y=y, entwickelt. Da wir 
es hier fortwährend nur mit positiven Grössen zu thun haben, kann sich 
nichts fortheben. 

18. Als Anwendung dieser Methode werde ich nun die Bedingungen 
untersuchen, unter denen die Gleichung 


02 0a dag’ 

ran ni 
ein Integral hat. Um aber die Art und Weise, wie man die Methode 
zu benutzen hat, klar zu machen, nehme ich zunächst den einfacheren Fall 


ö 0 
TSDES SCHE EEACH,T 


(Hier existirt bekanntlich immer ein Integral; vergl. Frau 8.v. Kowalewsky, 
zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. Crelles Jounal Bd. 80, 
1875, p. 1ff., besonders auch p. 22 fi. 


Dritter Abschnitt. 


Anwendungen. 


1. Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung: 


0 
2 = /[(x, y) + fo(®; y)-2+ fl, y) 5 = 


du 
a) Untersuchung des unendlichen Systems, in welchem x nicht 
explieite vorkommt. 


19. Die Gleichung sei: 


02 d2 
harte) 
fW)=Mmtayrt:: + am: 


"W)= ot ay heben nn 


y? ' %; 
Setze ih 2=4,+ 594% 51 +... rechts ein, so bekomme ich: 


2 
(m+ay+a, 4,+ Sf )+ (bu+b,y+- : .) (G+yt: ; )+ (otr4Yy+ 2 .) (t&y+- ; .) 


— (a, + by &+ ratrdetrtetraeataeyt 
nr Am + dm + mb, m —ıt CB «by: mat + dm: c5 y” 
+ 69: Im +ı tm: cn +(% ) Ag m—1t tr Em &, 1. 


Ist nun: : 
o= 1 Oo: 8 +... 
= Ct lat 

yr 


so ist der Coefficient von se 


: Au) = Am < Omi 
+ AM .x == 
x do Om t mb ln 1,1 + (2) ln— 2,1 + + dm: Co,1 


<20m2% 
| ar coOm+1,1t+M-Cı Cm, 1 +(%) co Om—1,1+ + Cm 0,1 


(m) ce 

ae 
bo: Omut m bi: Om-1,u+(%)-ba- Om—2,ut+ =“ + Om: Oo | 
| +c UntLi -r m -C1 Cm, u u; (23 (2° Cn—1,ach Wi; + Cm‘ O,u 


| 


gt. 


<(#+1) Om,utı: &* 


Zufolge der Bemerkung 8. 23 muss ich annehmen: Op UHR 
schreibe mir nun die folgende Reihe von Ungleichungen auf: 


As RE 
ad ee Cy- nat Mi = 3 BER, 3) 
a9 — U 3 Tr = ae 


Au = mr ..<(m+2) “Co, m-L2 


Multiplieirt: cc - Aa” <(m +2)! CO, m+2 <(m+2)! A9.r”t?(8.21). 


Setzt man 2:-A,: = 4, 5 <.R, so ergeben sich also (wenn R gross 
0 


genug gewählt ist) folgende Bedingungen: 


BE ae 


AN <A, 
ANSTATT 
ADd<2IA.R, 


Am) <m!A. Rn 
Da nun: Am—=b,Omı +m-b- Omi, + 6m © 
rear mMiriıened Omi: tt tem: © 


und da nicht alle O„,ı Null sein können, weil ja die a, < (m,ı*, so 
folgen aus dieser Reihe von Ungleichungen drei andere Reihen: Es muss 
sechs Zahlen: A, B, CO, 0,09, 0, geben, dass: | 
O1 <A, C1< Ar 0, Om ı<mi Are”, ... 
Bet) a, A,0a, <Aroy.:: an. <m, Aromen 
er ey Bd, < Bögen im Zm! Brom 
und 3) E20, eo Are m One 
Berücksichtigt man die Bedeutung der a, b, c (s. 8.23), so heissen 
diese Bedingungen nichts weiter, als dass die Reihen: f(y), /, (v), / (Y) 
von Null verschiedene Convergenzradien haben müssen, 
Diese Bedingungen sind aber nicht nur nothwendig, sondern auch 
völlig hinreichend für die Existenz von Integralen. | 
Sei nämlich R>o,0,,0,, so kann ich gewiss setzen: C„ı = m! A. R”, 
denn dann sind die Bedingungen A,” = a < Onı erfüllt. Um A, zu 
berechnen, setze ich statt der b,., Cm die grösseren Werthe m! B ..o,",m!C.g,”. 
Dann ist: 
A,®) = (b,Cmi +n. db, Cm 1, ıt::--+ du Ca) En ıt m-c er error Re) 


: | i ee aa, 
a HDi 5 (14, ı+1 Atari R 2; Se 


HR 1 B 


Br80 


R 
<(m+1)! A-Prti.g, 
wo o' so bestimmt sei, dass es für alle m denselben Werth hat, z. B.: 


RL AR B 
e= ur 


BR SEEN 
} RB ir 


02 02 | 
* Den Fall 3 hW.2.e+nW dy brauche ich nicht zu berücksichtigen, 


Hier ist das Integral unter allen Umständen z = 0. 


a) 
(m +1)! 
2 


Wähle ich nun („,= . A: R".o', so sind die Bedingungen 


Am<2.C„, erfüllt. Ferner ist: 


a > ! 
Am <A: Mrz)! ng". CR N B un var! 2)! . Bm. g'? 
20 ER ES! 
R 
! 
Also, wenn („, = & En 2)! » A. R”.0'?, so ist A, < 3 C,, und so fort. 
(m + u — 1)! 


. A. R®. o'*—1 gesetzt, wird immer der Bedingung 


ER = u! ! 
MR <M.Cmu genügen. Denn: 


N)! Am, <A. Bolu—2Rm (m+n— 2)! 
x f p 


RR | m.(m—1) Falr e. m! Kir 
(es E meh 2)(m+u-3)' F ON. |, R ) 
A. Comer R"-(m+ w„— 1)! 


_® fa], mad faly.. et fee) 
( ln R ze Ft Tolle 
B 1 bs 
<lmn TA Rue Fer er ru 
1-2 1-73 


< (mt u)! A. Bm. gie u Om 
A SD de 
Nun hat aber die Reihe; 


(m +1)! 
2 


m! A. Rr.c-+ .A-Rr. od. +... 


, mrel)! 
u! 
einen Sinn; denn der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder nähert 
sich dem Werthe: 


A. Am. ou—i.gur.. 


1 
Die Reihe hat also den Convergenzradius —. Also lässt sich das un- 
endliche System mit Hilfe von Potenzreihen integriren. 


Es ist nicht ohne Interesse zu bemerken, dass das für y=0 ge- 
wonnene unendliche System im Falle «= stets Potenzreihen zu In- 
tegralen hat, auch wenn /(y), fu(y), fı(y) nicht in Potenzreihen ent- 
wickelbar sind, sondern nur für y= 0 lauter endliche Ableitungen haben. 
Es lautet nämlich in diesem Falle das unendliche System: 


N 


EN ö 
a_| 16) + kW) 2 + fh) =|- + bo ul}, 
d | 0 2 
OEL ROTOR ERROR 
=, +56. +(b+ a). 2 3 


d / " " 02 n 0? Ä 0°2 
= KOmHORZ KINOEZHOI : 2y +) +2) |. 


=,+b:.5+ 2b, +0)a+ (+ 20): %. 


Eine jede Gleichung bildet schon mit den vorhergehenden ein voll- 
ständiges System. Sind also die Differentialquotienten von f(y), fu(Y), fı(y) 
für y=0 (die mit a, b, c bezeichnet wurden) etwa bis zum m’®* alle 
endlich, so lassen sich 29,215: - 2m als Potenzreihen berechnen. Sind 
sämmtliche a, b, c endlich, ohne dass darum f, f,, A Taylor’sche Reihen 
zu sein brauchen, so ist das ganze unendliche System integrirbar. 

Aber, damit z als Potenzreihe in x und y existirt, ist auch im Falle 
= 0 die für c == OÖ nachgewiesene Bedingung nothwendig. 


b) Resultat. 


20. Stellen wir mit Obigem das in 7. und 16. Gefundene zusammen, 
so erhalten wir den Satz: 

Nothwendig und hinreichend dafür, dass die Gleichung mit lauter 
positiven Coefficienten: 


0 ö 
u CDERACHE ESCHE 


als Integral z(x,y) eine Potenzreihe in x und y bat, ist nur, dass f, fu fı 
Potenzreihen mit von Null verschiedenen Convergenzbereichen in x und % sind. 


Munde 02 0% 
N ® ® ® ] ® h N Dee eh 
2. Die Differentialgleichung og ie (»; y,2, ay’ ge 
a) Die Gleichung sei linear. 


21. Ich nehme zunächst an, x komme rechts nicht vor. Die Gleichung sei: 


WR) E+ hl) + BO 
fo) tat +: 
OR LEE NE are 
(u) = rt 
Oase sie: 


DD 


Se DRN 


Setze ich ein: y® 
ht tat 
5 lt art, 


so wird die rechte Seite: 
tuts) tat rtrt Etats tr het hE) 4H+ 
+ am + dp Im + m: bi, im -ı + (2): d5 Im at + 0m 
+09 Impı + me nt) matt end + 
+ Ay mp2 + m: di Imtı + (2) dgöm + dmdg 


m 


Entwickelt nach x-Potenzen lautet der Factor von Be 
A, (m) _ Am SCHE 
+ Ag - 
a bi Cm-ı,1r(% )- b, mg, +? Drinks 3,14 + mb 
© 469 Cm+1,1+M Cm, ıt(%)- Cg: Cm, HF) m-2,1 ++ CmCy <s2C m,2% 
+dy: Cm+2,1+Mm-dCn-+1, ı+(3)-d- Cm, 1% 3 )dz Cm-ı,1t: te 21 


- Am) £ a en 
d, mn tm: d Om-1,nt ().b,C -2,n+(%) b,lm—3;nt+ “7: Br 
I +09 Cm+1,n+M- 6 Om,nt+ (2) LO nt (2), Cm—2,n+ “ec ne en Be Om, n+1%" 
+ Amen 


+d, Om-+3, nt+m-d, Cn+ı,nt+(%) -A,On, „+ Yd,Cn—1,n+ u 


On 
22. Erster Fall. Der Coefficient von 2 sei eine Constante: ,—=D. 
Es müssen nun folgende Ungleichungen bestehen: 
Am SUSDa ER ıt+-- < 20a 2 
AM—9—..:+D. Fe BR ee 35 
(wenn m gerade angenommen 


@) m 
EEE tal en wird) 


Dr & er 1 <GH): C, ei <(&+1)140.77 *,,(@ 21), 
ebenso wenn m ungerade: 


en n. en ho, 0, ad <<) 


Wähle ich nun R Us gross genug, so kann ich eine Zahl A angeben, 


dass stets die Ungleichungen bestehen: 
O1 WARTE, an rer 


m+1 
EEE 


Bu > gereE 


Da nun aber alle a„< C„,ı, so muss die Reihe f(v) Coefficienten 
haben, kleiner als die einer gewissen Reihe: 


1! 


1.3 1! y! en 
f E BE a 9 RE ee Y 2v, R2v y2? +1, R2v+1 
A-(1+Y R+5,J R +3, y-.R’+ a + R er 


2v rn 
Also wenn ich setze R< kleiner als die der Reihe: 


2’. 027 2v+1, ,27+1 
A-(I4y: ee 2 won Be En a nn une 


! 2v! 
f(y) muss Coefficienten haben, kleiner als die der Reihe 
Are ye:r). 
Dies ist die erste nothwendige Bedingung, wa) aber noch nicht 


! \ a) 
Bir 3v. Perg ERSTE a 
(Denn > 2 ; also j = 


hinreichend ist. 
Genau so, wie für C„ı, kann man nämlich für jedes C'„,. eine Un- 
gleichung herleiten. Und zwar muss sein; 


! 
Ch — -_— A. I Coy+1,u = 


(+ u)! 3 A ‚Rzr+i 
u! 
(A und R dieselben Zahlen, wie oben.) 


b 
Ausserdem aber gilt die folgende Reihe (indem ich > —=B, setze): 


31 
A + m+3) (m+2)-(m+1)- Bu: C+,<2:0,,,, 
Par +6m +9) wD: at B,: C+.; iS dr Om+s, 5 
ER cn +3u)- (m+3u—1)- (m+3u—2)- B,-C+.:-<(u+1)-C 
u a: 1) u m + 3u,u +1 


Fu ! Pe = 
(m un x) BE, On < (WEN NG, 254, 0.82 für jedes u. 


Wähle ich u so, dass m + u gerade, so ist‘ 


(rer)! 


2 
are — . A. Rrt3u 


mFsn)! p« oe a + u +1): Ara 


m! 
Nun sinkt aber die Zahl: 


ee m! Amt 3u 
(m + 34)! ("Ft 42442) ("Fr ru 3)- (m 34) 


mit wachsendem u unter alle Grenzen, wie gross auch m und R sein 


SA ae 
| R 
mögen. Ist nun B,=-=0, so setze ich vB = R,,so giebt es eine Zahl A,, 


& Br 4 u +1)Im 


(m + Bu)! 

Durch genügend grosse Wahl der Zahl u kann ich die rechte Seite dieser 
Ungleichheit kleiner machen als jede, beliebig klein vorgelegte Grösse. 
Folglich kann die Bedingung für jedes u nur dann erfüllt sein, wenn 
Cn,1=0. Und dieses müsste für jedes m gelten. Also, ausser wenn 


derart, dass 


On, I Eu A, ; Ren Eu 


unsere Gleichung lautet: 


Eh) +hW, FR AOE + A 


wo das Integral unter allen Umständen 2 = O ist, muss die oben gemachte 
Voraussetzung B,==0 falsch sein, es muss sein: B, —=(. 


Unter Berücksichtigung von 17. erhalte ich also als.zweite nothwendige 
Bedingung: /,(y) muss eine ganze Function, höchstens vom zweiten Grade sein. 


fo(y) = Bot By + Bey”. 
Aber ebenso ergiebt: sich noch eine dritte Bedingung (indem ich 


statt 2 : C, setze): 


nl +(m+1).m: C, NL Bar en Era 9, 
A," T9— .—- rk 2 er (,- Na 2 De Bi 3: ar 37 


AS 2 OROE 1). (2: Be aka ie Om+,u+1 


mte)! mta—dD! om 
ee ar. Omi <(a tl)! OntuaHı 


Ich wähle wieder u so, dass m + u gerade. 


M 
(Parahtin, 
Cntundi ee RT . A . R" R 


Bere «): m! (m — 1)! 


2 
OH Om < ————————— A: RUF, 
we ern: 
R 
Setze ich unter der Voraussetzung, dass (0, ==, Es R,, so giebt 
FE 


es eine Zahl A,, dass 


(einen 


en 
STH +e =D! 


Ar: R, "te—E,. 


an — 51 — 
Bilde ich den Quotienten: 
Eu+2 | 


een) ten) 


Eu ern (m + u) 
so ist leicht ersichtlich, dass derselbe mit wachsendem u unter alle Grenzen 
Ban: (Ex) Er 0, 
und unter Anwendung desselben Schlussverfahrens wie oben: 

G=0. 


sinkt, was auch FR, und m seien. Daraus folgt, dass auch 


A 


Es muss f,(y) eine ganze, lineare Function sein. A,(y) = G,+ (1%. 

Somit habe ich in unserm Falle 1. die nothwendigen Bedingungen: 

1. &(v) =D, eine Constante. 

2.) = %+ C,y, linear. 

3. (KW) = By + Bıy + B,y?, ganz, vom zweiten Grade. 

4. f(y) eine ganze, transcendente Function, deren Coefficienten kleiner 
oder gleich denen einer Reihe: A. (e”+oy.e””) sind. 


Diese Bedingungen reichen auch hin. Es sei nämlich: 
f@)=a(l+Ry+5 RP+S Ryit.. .) 
kW)=bll+yts Pd), AW)=e R +9), () id 


Die C,„ı bestimme ich = a„, also: 
Ca,,1 = y!gq. Br: O3,+1,1 = v! Ad. Rassin 
so wird (S. 8. 28): 
A,@m=a.b. (v!R?’+2v.(v - 1)!RP” 14207: (2v—1).(v 1)! RP 2)+ 
+a-c-v!R®t1+ 2v-v!R’)+a-d.(v+1)!RPtr2 


<(v+1)!a- Ro‘, = (R4 2R+4)+c-(R+2)+d.R? 


AwD=a.b. (vIRP+1+(2v+ 1)-»!R?’+(2v+1) ‚Dv: (v„—1)!R?”’ 1) + 
+a.c-[v +1)!R®”r?+ 2v-+1)-v!RP+t1]4a-d-(v+1l)!RP+3 


b 
<(v+l)!a- Rrtt.g, 5 (RHZR+N)+e-(R+2) +4 PR. 
Setze ich nun: | ee 


EN). ar 


1)! 
0; O4 el a. Rörti.g, 


(3, a 


so ist A, <20C,,.. Ich berechne nun A,” und erhalte natürlich: 


FRSERT 
A (v S 2)! iR R?r o'?; Ara, en A BasElene 


2 89, 


Ich setze also: 

(+2)! 
3 

so dass 4,9 < 3C„,3. Nun berechne ich ebenso A, und ein Cm, und 


so fort; es wäre: 


24) 
ne: DE a. Re. gut 


.a.Re>+1. 03, 


R 2 12 ER 
0,3 = 5,7 0:0: Rr.07, Or, > 


ER. ! 
sy HE uch DE 0. rerti.gutt, 
u! Pi u! | 
Aber die Reihe: | 


.d u! 


ist convergent ae 1), also existiren Integrale. 


Say 


DEE i . : 
23. Zweiter Fall. Der Coefficient von nn ist eine lineare Function 
von y: x 
D,+ Dıy. 
Am NE E= (m —1) . D, . Cr, ı+ age = alas, 
4m 9d—=...+(m-— a D,:- Cm-ı,a+:::<ICm—2,3, 
Pe ne 8 en: NE 


(m — 1)! Pe Op zn", mn < mt Fir 


(1). 
Hm AR AND: ES 


Die erste Bedingung ist also folgende: Die Coefficienten der Reihe f(y) 
müssen sämmtlich kleiner sein, als die einer Reihe 4. ev. 


Mit Hilfe desselben Schlussverfahrens erhalte ich die weiteren Un- 
gleichungen: 


(m +1) (m +2): RK: (m + el) 4 . Rntu—1., 
u! ' 
Dazu kommen aber folgende Bedingungen: 


Art 9. m +2) (ml) Bye Onıt<2- nl) 


GE 


Ay T9=...+(m+4)(m+3)-B, Cn+2,1+° ash On£4s 


AUT Zn (m+20) (m+2u—1)- B,On+ 3.0 + <(u +1) Omteu ur 


By" - Cm,ı <(m a! Om+2u,u+1 
HET Rm+3u, 
m! 


(m+2u)! 
m! 


a 
(m + u)! 


Da nun een er nt wachsendem u für jedes m und für 
jedes R unter alle Grenzen sinkt, so gilt derselbe Schluss, der schon 
mehrmals angewandt wurde: Soll nicht sein f(y)= 0, so muss B, = 0 
sein, d.h. u,(y) = B,+ B,y, eine lineare Function. 

Aber ebenso wie in Fall 1. muss natürlich auch /,(y) linear sein, 


Ich erhalte also für Fall 2. die folgenden nothwendigen Bedingungen: 
1.%(y)=D,+ D,y; linear. 
2.f,(wW)= 0, + C,y, linear. 
3. (Y) = B, + By, linear. | 
4. f(y) eine ganze, transcendente Function, deren Coefficienten nicht 
grösser sind, als die einer Reihe A-e'”. 


Diese Bedingungen reichen auch hin. 

R?y? 
fW=a.(1+Ry+ = +.) 
Keen a=alrm, 


Sei nämlich: 


so ist: 
A, = ab: (R"+m. RB" TU Lac (R"F' tm. R”)+0-d:(RPt?mR"t) 
m 24 3 1 
<m.a.R”.g, d=(+c-R+aR).(1+-,). 
Ich setze nun: | 6 
C Bit. % l ve PRO) 20 
m, 9 = Ws °0@, SO 18 1 = ’m,2 


und: Aare 


Sler-(mztmn-1). R"*) +a.c((m+1) R" mr" Y+ad.((m+2)R"m(m+1)R"")) 


2 ar “ 1 
oo.» ) 0 e=(b-FeR-+dR) (1+-)- 
ia URBIr; R". 0,4 weneo), 
m m + 2 m+4) qm m(m+2)(m+t4) pm 
& er A a ( 2 CR = 2! >0% 


Fahre ich auf diese Weise fort, .so erhalte ich allgemein: 
mM» (m E= 2) ... (m + 3 [u Zug 2). R BB”. ER 
uz 


Omi 27 On + uk On,ur 2 ' 


Cm. zu 
Aber die Reihe: 


ist!‘ gewiss convergent (Radins ;.,), also existiren für das System Integrale. 
| 0 Ä ww | 


3 


RE OR 


22 
24. Dritter Fall. Der Coefficient von 7 ist vom zweiten Grade: 


fs(9) =D,+Dy+D;- y 


Wie im Fall 2 bewiesen, muss sein (s. 8. 32): 


We pe We NEE en Ba! De: 
< R ; 


Nun ist aber 2’ N 13% => el; also (x) <®,. Ist R eine fest 
vorgelegte Grösse, so existirt also gewiss eine Grösse R,, die der Be- 
dingung genügt: R,’ > (x) . R’, was auch v und u sein mögen. Also muss 
es eine Zahl R, geben, dass allgemein: 
a a EB 
Ich beachte nun folgende Ungleichungen: 
Ar —=...+m-(m—1):D, Cs lu 1) Ca vais 


A rg D; Cm, Re a Ei „+2 
A ER en 1) De BR >. at 
m". (m — 1)" D,". m, v en Cn, u+rv 


nz >) u! A . Rrtkaez 
<u®.A-.R, mtutr—1 


R, 
ee P en p ak R, m ı—1 
M® aD gr 


Seien nun e<(e' zwei echte Brüche, so ist klar, dass von einem be- 
stimmten m an sich immer u so angeben lässt, dass: 
Se 
(m —1) > 
Dann ist gewiss stets: 
&.D, 
M Et u «m.(m—1) ae 1 
er D, = <( 2 
sch U 
R, (a #7 
An 2 N)”. '2 <a N 2 


Es ist klar, dass sich solche Zahlen A und R, bestimmen lassen müssen. 
Mit anderen Zeichen geschrieben, ergiebt sich also als erste Bedingung: 


e< , Be m: (m —1). 
R, 


vr, 


OH 


eh pBE® 


Mn nn ae Ei 05>=]4 

Also: ee, 
nn 

d. b. die Coefficienten von f(y) müssen kleiner sein, als die einer Reihe: 


y? ym 
ER 


m!  BıW 


Fuer 


wofür man auch sagen kann: kleiner als die einer Reihe: 


(14 er tet) 


Es müssen aber En en Ungleichungen bestehen: 
Mal ie ET (m „a 1) F B, & Cnıt un h 2 Cn+1,25 
Be. DNB, Omen + :.-<3- Gran 3) 


An a + (m-+ u) Bro EH SL urt® z -<(u+ 1) g On+u, ut 


m u)! 
ee - BF Omı<la HD! Oma, Au+l a) “ 


A 
Br: ER Am pay ' *. 


A 
Aber mt o* sinkt mit wachsendem u unter alle Grenzen, was auch 


o sein mag, da RA>]. Es gilt also das wiederholt gemachte Schluss- 
verfahren: Soll f(y) =-0 sein, so muss B,=(0, f,(y)=B, eine Con- 
stante sein. 

Ebenso wie in den früheren Fällen muss f,(y) linear sein. 

Wir erhalten also für Fall 5 folgende Bedingungen: 

1. %(y) = D,+ Dıy + D,y?, vom zweiten Grade. 

2. ı,(y) = C, + C,y, linear. 

3. u(Y) = By, eine Constante, 

4. f(y) eine ganze Transcendente, mit Coefficienten, kleiner als die 
einer Reihe 


ar“ N, m. 20 


m! 
oder auch: 


2 m 
ar te) Rs 


wass daselbe bedeutet. 
Diese Bedingungen reichen auch hin. 


et 
Sei nämlich: 
1 y 
(W)=s-(1+% un a en. 
kW) =b; () = c:-A+9); f,(y) = d.1+y+9Y), 


so ist allgemein: 
Amp. Imyte: er. rm. Or, „td: (C m+2, „tm: On+i, „rm. ml) Cn »). 


Es ist klar, dass man eine Grösse g bestimmen kann, derart, dass für jedes m: 


A, — 0: ee ‚+ [m + 1| . OauoT m?. De 4 


Setze ich nun big: 
Omi — Im 
so ist: R 
(m) mt I 2) 2 R 
= ee Ser a (m +2?) ee 1)? ie "RA =2 Cm,2 
N [ m+5 (m + a 
en BR ar öi R(m +3)? AR Rim+2) 
m+1 , (m+1l)(m +2) (m + 1)? 
au Rm+ 3) ar Am+2° an km+1%? 
m? m’(m +1) 
rm Rm+2® n Rm+1) 4 2 
mh mt rl), me) 
2 
= - Ex 0 (gr +4)? + kRm+ 3° are Em+2) ar Kin +1? _ 2. 3- ms 3. 
Allgemein; 


va Yy-i 1 | m+2v-3 me) 
A (raum, Bann 4 Am 


gesetzt, giebt für: 


(m) „2, 5 1 m-+2v— (m + 2)? 9 
v! Ay <a 2) mare a Rm+2r—1) Eee .+ Amt 


m+ 1 (m+1)(m-+2v—2) (mH1)2’— 
a Rim+ 2v—1)? sn Rin+2v—2)? Fo ARm-+1) 2 


m? m? (m +2v— 3) = 


= Eim+29— 2)? ar R(m+2v—3)? ztesr = R"? 


v—1 v 1 | m+2v—1 (m -+2v— 2) m’? 
<a-3 2 Antara N ES 
— (v u BC m,v—+1 


Also ist die Bedingung: 4)" < (v + 1)! Cn,»+r1 erfüllt. 
Andererseits ist die Reihe: 


Cm 4 Omar +::- 


convergent. 


Sul ; ce 
Setze ich nämlich & = RB ist: . a ( £ I h 
".gR ra > mern auch u 
und m sein mögen. Bestimme ich nämlich die Stelle des Minimalwerthes 


u 
der Function von u: (& ), welche für die Function u !g if ) die- 


selbe ist, indem ich setze: 


so erhalte ich: 


Der Minimalwerth selbst ist also: 


u u 
—_ eg) enm.WR—_ R—m 
m? o ) 


das heisst für jedes w ist: u 1 
m )> 


m: /) = rm 
Ersetze ich nun in dem Ausdrucke für v! C„»: 
1 1 


Re’ mt’ 
durch die grösseren Werthe: 


En is ( | re 
me (m +1)? ". Be: 
so ist sicher: 


villa, <a. REN pirel » (2v _ 1) . (v a Kar gti 
oder, wenn ich setze 30: = 0, so ist: 


er v—1 
Cn»r<a- 2 Dez ; g u: 


v—1)! 
Aber die Reihe: 
22 v 
ib (++ st + great...) 


1 
ist convergent (Radius ——} also erst recht: 
u 


Cm + Oma? +::- 

Damit ist die Existenz des Integrals bewiesen. 

25. Allgemeiner Fall. Mit den behandelten drei Fällen sind 
alle Fälle erschöpft, in denen unsere lineare Differentialgleichung in 
Potenzreihen entwickelbare Integrale hat. Wenn nämlich in /%,(y) noch 
höhere Potenzen als die zweite vorkommen, so müssen folgende Un- 
gleichungen bestehen: 


a u 
7 
(Ich setze 3 —=,D,, nach 8. 23 ist D, == ) 
Aa" Ft)... + (m+1)(m+2)(m+3):D, Cm, 4r Zn 23 
AaytD_ Run) m D;- SEREE 7 a 8 


Au mn . D;-Ontu-,ut <{erl): En 
(m+u)!(m+u+1)!(m+u+2)! 

m!(m+1)!(m +2)! 
Nach S. 35 ist aber: 


Ds“: Omi <(ar 1)! Cm+u, 041 


A 
Cm+u,0 +1 < Alm pay "0" 


Man sieht unmittelbar, dass man # immer so angeben kann, dass 
C,„,ı unter einer beliebig klein angegebenen Zahl liegen muss. Wie schon 
öfters geschlossen wurde, folgt auch hier: Soll nicht f(y) = 0 sein, so 
muss D,= 0, f,(y) also höchstens vom zweiten Grade sein. 


26. Mit Rücksicht auf Nr. 7 und 16 erhalten wir demnach folgendes 
Resultat: Eine Gleichung: 
02 
FUN +HRN-e+ FF DE HRG 
ist für den Anfangswerth (2).-o = 0, wenn alle ER. ae sind, 
dann und nur dann durch eine Potenzreihe integrirbar, wenn sämmtliche 
Coeffieienten der Gleichung gleich oder eh sind > y einer Gleichung 


= - (+ ho): +), ro 9 


wo 9 eine Beekhte Potenzreihe E nd: n f, entweder den 
unter Fall 1, oder den unter Fall 2, oder den unter Fall 3 angegebenen 
Bedingungen genügen. 


b) Die allgemeine Gleichung. 


27. Ich schreibe die Gleichung: 
Pr ‚Y,?, öy PIE 
folgendermassen: 


02 02\ 02 02 O?e\ 0° 
1) Ep CE) ER IC? (9222): Ale o,(« X, Yy,® any en) öy? 
9,99 91, 9 Sind Potenzreihen in den angegebenen Variabeln mit positiven 
Coefficienten. 
Angenommen nun, die ee: habe eine Potenzreihe als Integral, 
so müssen zunächst die sämmtlichen Coefficienten derselben positiv sein, 


also, wenn ich die Werthe für IN 99, 9, 9, einsetze, müssen 


i an’ oy? 
ın der resultirenden Gleichung: 


AST ER 


3 ra) ty). 2+ vl) Pi: vl 30):45 

0° 
PIC 
Nun muss sich aber für 2. offenbar genau dasselbe Integral ergeben, als 
für 1. Also muss 2. den aufgestellten Bedingungen genügen, in w,, %,, %, 
darf höchstens die zweite Potenz von y stehen, 2 darf höchstens vom vierten 
Grade in y sein. Bei Berechnung der Potenzreihen müssen sich also als 
identisch Null ergeben: 


Vo; %ı, %, mindestens ebenso hohe Potenzen von y enthalten, als 


62 2 0% 
5% 1 Pr en 
Ich differenzire nun Gleichung 1 viermal partiell nach y, setze: 
=% Be zen Fat, Zeus, var 0) 
eh: PTR 2 9y2 2 9? Bd ar ’ 


so erhalte ich ein endliches System von Differentialgleichungen: 


dz 
O_ F 
—— Dee ie 
dc Ai v1 sr, 
dz, 
—=F' (8, 2 23 2 £ 
dx A 22092.0123:223 £); 
dg 
4 
se, (er eo Fir Far Fa 2,); 


wo y als Parameter in den Üoefficienten vorkommt. Dies System ist 
natürlich integrirbar und 2 = 2, ist zugleich Integral) der Gleichung 1. 


Sieht man aber von diesen (übrigens leicht zu len Fällen 


ö 0?2 
ab, so kann man sagen: 5” r(@ 8,4, 8, * Dy 2) lässt sich nur dann inte- 


2 


{ 02 0° 
griren, wenn 2, =? 23 rechts nur in erster Potenz vorkommen. 
Y.0Y 


28. Die gewonnenen Resultate lassen sich in folgendem Satz zu- 
sammenfassen: 

Sei las, 2, er = eine Gleichung, deren rechte 
Seite, um die Anfangswerthe: 
_ 2%, er 
any nr a? 


KkW)=atby—y)te: WU) + 
entwickelt, eine Taylor’sche Reihe mit lauter Fe Coeffi- 
cienten liefert, so hat sie dann und nur dann eine Potenzreihe 


& 
mr, YTYn ?7 (2-2, or öy 


BR a er 


als Integral, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind (wobei der 


Kürze halber gesetzt werde: x — dr =%,Yy- %F Yy,2— & — 2) 
a 
1. Die rechte Seite muss in z, re linear sein. Die 
Gleichung muss also lauten: 


HE ron) 


2. In fi darf nur die erste Potenz von y vorkommen, in f, 
und /, höchstens die zweite und zwar: 

a) wenn f, von y unabhängig, in f, höchstens die zweite, 

b) wenn f, in y linear, in /, höchstens die erste, 

c) wenn f: in y vom 2’ Grade, muss f, von y unabhängig sein. 

In x hingegen sind f,, f}, fa beliebige Potenzreihen. 

ö3. Für f gilt in den sub 2 unterschiedenen drei Fällen: 

a) alle Coeffieienten kleiner als die einer Reihe: 

(rt y et) la), 
b) als die einer Reihe: | 


ey. y(x), 
ec) als die einer Reihe: 
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o(x) bedeutet eine beliebige Potenzreihe. 


29. Anmerkung. Das Integral 2 der Gleichung erfüllt dieselbe 
Bedingung, welche für f (x, y) unter 3. angegeben ist. 


Zerlegt man nämlich f,, /, / beliebig in zwei Theile = 9, + %s 
und ersetzt in der ersten Hälfte der rechten Seite der Gleichung: 


ö Ö2 022 
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z durch die berechnete Potenzreihe in x und y, so ‘bekomme ich eine 
Gleichung: — 
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welche genau dasselbe Integral hat, wie die ursprüngliche. Also erfüllt 


—- 4 — 
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die Bedingung 5, folglich auch .B i 


Schlussbemerkungen. 


30. Nach zwei Richtungen hin ist nun die Untersuchung fortzusetzen: 

I. Sind allgemein Bedingungen, wie die in 28. aufgestellten, her- 
zuleiten für jeden Fall, in welchem nicht die höchste Ableitung nach der 
bevorzugten Variabeln in der Gleichung steht. 

II. Ist die Frage, ob und wie die Gleichung integrirt werden kann, 
wenn jene Bedingungen nicht erfüllt sind, zu beantworten. 

Das erstgenannte Problem muss sich mit denselben Hilfsmitteln lösen 
lassen, die oben im speciellen Fall zur Anwendung kamen. 

Das zweite hingegen wird dieselben Schwierigkeiten involviren, wie 
das entsprechende Problem bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen 
und den partiellen, in welchen die höchste Ableitung nach der bevor- 
zugten Variabeln steht. Von diesen weiss man, dass das Integral ein- 
deutig bestimmt und in eine Potenzreihe entwickelbar ist, wenn die rechte 
Seite im Anfangspunkt keine singuläre Stelle hat, das heisst als Potenz- 
reihe um die Anfangswerthe entwickelbar ist. Andernfalls ist es freilich 
nicht ausgeschlossen, dass die Gleichung in derselben Weise integrirbar 
ist, aber in sehr vielen Fällen wird es eintreten: | 

1. dass das Integral nicht mehr um den Anfangspunkt entwickelt 
werden kann. Gleichwohl wird die Gleichung im Allgemeinen durch eine 
analytische Function zu befriedigen sein, welche im Anfangspunkte eine 
Singularität hat. 

2. dass das Integral noch eine Willkürlichkeit einschliesst (ein Bei- 


d 
spiel bietet die Gleichung er =4- © a>0, welche für den Anfangs- 


werth (z)„-o= 0 das Integral C.. x“ hat, € willkürlich). 
2 
Unsere Gleichung 2 = (=. Yan en ar | 
reihe entwickelbares Integral, wenn die Bedingungen Nr. 28 erfüllt sind. 
Andernfalls aber lässt sich diese Möglichkeit nicht allgemein leugnen. Bei- 
spielsweise lassen sich auch Gleichungen, in deren rechten Seite höhere 
Potenzen von 2, A. de 
| oy oy? 
griren. Um dies einzusehen, braucht man nur einmal y als bevorzugte Variable 
zu nehmen, ein Integral & (y, &) zu suchen und als Anfangswerth für unsere 
Gleichung (z)2-0 & (v, 0) zu wählen, so ist & (y, &) das verlangte Integral. In 
3#+ 


) hat ein eindeutig als Potenz- 


stehen, bei geeignet gewählten Anfangswerthen inte- 


Te A 


andern Fällen freilich, z. B. immer, wenn alle Coefficienten rechts positiv sind, ist 
diese Entwickelung unmöglich. Alsdann aber giebt es, wenigstens wenn 
die rechte Seite sich im Anfangspunkt nicht singulär verhält, überhaupt 
keine Function von complexen Variabeln, welche der Gleichung und den 
Anfangsbedingungen genügt. Da sich nämlich aus der rechten Seite durch 
fortgesetztes Differenziren nach & alle Ableitungen 


02 2 0°e 

rT 
im Anfangspunkte als endliche Grössen ergeben, so kann 2 dort weder 
eine Discontinuität, noch einen Verzweigungspunkt haben (y betrachte ich 
als Parameter). 2 wäre um den Anfangspunkt herum eindeutig und end- 
lich, also als Function einer complexen Variabeln in eine Potenzreihe ent- 
wickelbar, was der Voraussetzung widerspricht. Man muss also in diesem 
Fall z als Function reeller Variabeln auffassen, wenigstens im Anfangs- 
punkte. 2 könnte sehr wohl eine Function complexer Variabeln sein, welche 
im Anfangspunkte eine wesentliche Discontinuität hat, von der Art das 2 mit 
allen seinen Ableitungen beim Fortschreiten auf der reellen Achse der & endlich 
bleibt. Beispiele solcher Functionen hat Dubois-Reymond gebracht. (Math. 
Annalen 1883. XXI. S. 109 ff.) 

Bei dieser Auffassung würde auch analog den gewöhnlichen Differential- 
gleichungen eintreten können, dass das Integral noch Willkürlichkeiten 
enthielt. Hätte z. B. die Gleichung 

2 
a Rt a 2 ED Faser 
(welche den Bedingungen 28 nicht genügt), für den Anfangswerth (2).- o=f(Y) 
ein Integral 2 (x, y) (im allgemeinen mit wesentlicher Discontinuität im 


Anfangspunkt), so würde ebensogut die Function: 
I—y 


E=z(2,y)+C.e * (C ganz willkürlich) 
der Gleichung und den Anfangsbedingungen genügen. Wie die einfache 
Rechnung zeigt, besteht nämlich zwischen den Differentialquotienten der 
1—y 1— y 
Function e *° die Beziehung a), also genügtauch2+C. e ®° dieser Gleich- 
ung. Ausserdem besteht in dem Bereiche |y|<1 (für welcheu die Ent- 
wickelung der rechten Seite von a) Giltigkeit hat) jedenfalls die Identität: 
| (Deo 2 os 
Denn als Function der reellen Variabeln x aufgefasst ist (jedenfalls, wenn 
1—y 


y|<1)e * (nebst allen seinen Ableitungen) Null für x = 0. 


Lebenslauf. 


Verfasser, Gustav Mie, Sohn des Kaufmanns Amandus Mie, wurde 
am 29. September 1868 zu Rostock geboren. Seine Schulbildung er- 
hielt er daselbst am Gymnasium der grossen Stadtschule, welehes er 
Michaelis 1886 mit dem Zeugniss der Reife verliess, um sich dem Studium 
der Mathematik und der Naturwissenschaften zu widmen. Er besuchte 
die Universitäten Rostock und Heidelberg und bestand auf letzterer am 
3. August 1891 das tentamen rigorosum. 

Während seiner Studienzeit besuchte er die Vorlesungen folgender 
Herren Professoren und Docenten: Krause, Matthiessen, Geinitz, 
Jacobsen, Königsberger, Cantor, Köhler, Schapira, Rosen- 
busch, Osann, Goldschmidt, Andre. 

Allen seinen verehrten Lehrern, vor allem Herrn Geh. Rat 
Königsberger und Herrn Geh. Bergrat Rosenbusch, spricht Ver- 


fasser seinen ergebensten Dank aus. 


